Vorlesung Lineare Algebra 1
1. AUFGABENBLATT

Hinweis: Fiir viele Aufgaben (z.B. alle dieser Serie) ist es hilfreich, sich zunéchst an (sehr) kleinen Beispielen klarzu-

machen, dass die Behauptung stimmt, bzw. was damit gemeint sein kénnte. Aber auch wenn man die Aufgabe nicht
(vollstdndig) 16sen kann, kénnte das Priisentieren solcher Beispiele auch schon Punkte geben.

Aufgabe 1.1 Man priife (d.h. beweise oder gebe ein Gegenbeispiel), welche der beiden
Eigenschaften XN (YU Z) = (XNY)UZoder XN(YUZ)=(XNY)U(XNZ) fiir
alle Mengen X, Y, Z wahr ist.

Aufgabe 1.2
Sei f: A — B eine Abbildung, und seien A; C A und B; C B Teilmengen fiir ¢+ = 1, 2.
Man priife (d.h. beweise oder gebe ein Gegenbeispiel), welche der folgenden Identitéaten
immer gelten:

(i) f(A1NAz) = (A1) N f(A2),

(i) (A1 U A2) = f(A1) U f(A2),
(iii) f7HB1NBs) = f7H(B1) N fH(Ba),
50 S5 U By) = B 0S5
(Hinweis: Fiir Teilmengen A" C A, B’ C B definiert man f(A’) := {f(a)|a € A’} C B und
fUB) ={a€Alf(a) e B’} CA)

Aufgabe 1.3 Sei f : A — B eine Abbildung. Man beweise:

a) Falls g : X — A eine Abbildung ist, so dass (f o g) : X — B surjektiv ist, dann ist auch
f surjektiv.

b) Falls f surjektiv ist, dann gibt es eine Abbildung g : B — A mit fog = Idp.

¢) Man formuliere dhnlich zu (a) und (b) entsprechende Aussagen (a’) und (b’) fiir den Be-
griff “injektiv” (statt “surjektiv”’) und beweise sie. (Vorsicht: Bei (b’) mufl ein zusitzliche
Voraussetzung gemacht werden, damit es wirklich stimmt. . .)

Aufgabe 1.4 a) Sei s := @ € R. Geben Sie eine quadratisches Polynom f(z) =

22 +bx +c (b,c € Q) an, so dass f(s) = 0 gilt. Ist f eindeutig bestimmt?

b) Wir definieren die Fibonacci-Folge (F},)nen mittels Fy := 0, F; := 1 und der Rekursions-
formel F,, := F,,_1 + F,—2 (n > 2).

Zeigen Sie mit vollstdndiger Induktion, dass "2 < F, < s fiirn > 2 gilt.

Zusatzaufgabe (d.h. zusitzliche Punkte)

a) Man zeige, dass es zu jeder natiirlichen Zahl n eine Menge M,, von n nicht auf einer
gemeinsamen Gerade liegenden Punkten in der Ebene gibt, die alle einen ganzzahligen Ab-
stand voneinander haben.

b) Sei M eine unendliche Menge von Punkten in der Ebene, die alle einen ganzzahligen
Abstand voneinander haben. Man zeige, dass alle Punkte aus M auf einer Geraden liegen.



